
Лекция №18. 

Анализ цифровых фильтров 

([1] стр. 367-374) 

1. Каузальные и некаузальные фильтры 

Кауза льны    ри инны   фильтр — это фильтр, сигнал на выходе которого зависит 

только от текущих и  рошедших сигналов на его входе.  

Им ульсная характеристика каузального фильтра удовлетворяет условию 0)( ng  

 ри n  0 , которое озна ает,  то реакция фильтра не может  редшествовать 

 риложенному возде ствию. На ример, фильтр, о исываемы  разностным уравнением 

(см.  ример 7 лекции 17)            22,011,0212  nynynxnxnxny , 

удовлетворяет  риведенному выше о ределению и, следовательно, является каузальным. 

Его им ульсная характеристика            22,011,0212  ngngnnnng ТТТ
 

о ределена  ри 0n . 

 

Некаузальным называются фильтры, выходные сигналы которых зависят также от 

будущих входных сигналов. На ример, сглаживающи  фильтр, сигнал на выходе 

которого о ределяется скользящим усреднением  о  яти соседним зна ениям, 

о исывается разностным уравнением             2112
5

1
 nxnxnxnxnxny . 

Тако  фильтр нельзя физи ески реализовать в режиме реального времени, так  ри 

вы ислении о ередного зна ения  ny  необходимо знать будущие зна ения  1nх  и 

 2nх  входного возде ствия. Им ульсная характеристика фильтра о ределяется 

выражением             2112
5

1
 ngngnnnng TTT

.  Она может быть 

о ределена  ри любых зна ениях п. Некаузальные фильтры можно ис ользовать на 

 рактике в тех слу аях, когда  роцедура фильтрации  роисходит не в реальном времени, а 

вы олняется над хранящимися в  амяти  оследовательностями коне но  длины. То есть 

некаузальные фильтры – фильтры с  амятью 

  

2. Анализ каузальных цифровых фильтров 

2.1. Постановка зада и. 

Анализ каузальных цифровых фильтров, как и анализ любо  радиотехни еско  це и, 

сводится к о ределению сигнала на её выходе, когда известен входно  сигнал и схема 

це и. При решении это  зада и сна ала о ределяют характеристики це и. Затем, 

ис ользуя один из методов анализа, находят выходно  сигнал. При этом мы выбираем тот 

метод, которым данную зада у решить  роще. В рамках это  лекции мы рассмотрим три 

метода: дискретно  свёртки, Z –  реобразования и разностных уравнени . 

 

2.2. Метод дискретно  свёртки  

Этот метод является аналогом метода интеграла свёртки, ис ользуемого  ри анализе 

аналоговых лине ных це е . При этом ис ользуется им ульсная характеристика 

це и  tg . Тогда сигнал на выходе це и  ty о ределяется с  омощью интеграла свёртки 

      

t

dvvtgvxty
0

. 

Пере дём от не рерывного времени к дискретному: ntt  , mvv . Тогда 

интегрирование заменится суммированием, и мы  олу им формулу дискретно  свёртки 
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m

mTnTgmTxnTy
0

. 

Здесь  nTy  - отс ёты выходного сигнала,  mTx  - отс ёты входного сигнала,  mTnTg   

- отс ёты им ульсно  характеристики.  

При анализе можно в формуле дискретно  свёртки о устить интервал 

дискретизации Т. Тогда 
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mngmxny
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Метод дискретно  свёртки удобнее ис ользовать  ри анализе трансверсальных фильтров, 

у которых им ульсная характеристика имеет коне ное  исло отс ётов.  

 

Пример 1 

На дите сигнал на выходе трансверсального фильтра, изображённого на рисунке 18.1, 

если на его входе де ствует сигнал      311  nnnx . 
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Рис.18.1 

Решение 

Им ульсная характеристика фильтра  см.  ример 5 лекции 17) 

       212  nnnng ТТТ
. 

Входно  сигнал      311  nnnx   риведён на рисунке 18.2 
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Рис.18.2 

Тогда        
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На дём   о это  формуле несколько  ервых отс ётов сигнала: 
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Проверим  равильность рас ётов  о структурно  схеме фильтра. Для этого  ронумеруем 

контрольные то ки схемы и о ределим, как будет  роходить сигнал  ерез эти то ки. 
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Результаты сведём в таблицу 

Таблица. 

n 
Контрольные то ки 

1 2 3 4 

0 1 0 0 1 

1 1 -2 0 -1 

2 1 -2 1 0 

3 0 -2 1 -1 

4 0 0 1 1 

5 0 0 0 0 

 

Из  риведённо  таблицы следует,  то зна ения в  етвёрто  то ке схемы – 

выходно  сигнал  ny  - сов адают с расс итанными зна ениями. Следовательно, решение 

верное. 



2.3. Метод Z –  реобразования 

Этот метод является аналогом о ераторного метода, ис ользуемого  ри анализе 

аналоговых лине ных це е . При этом ис ользуется системная функция це и. 

Алгоритм решения этим методом состоит из трёх де стви : 

1) На дём Z – изображение входного сигнала с  омощью  рямого  реобразования 

входного сигнала  )()( nхZzХ 


 

2) На дём Z – изображение выходного сигнала, умножив Z – изображение входного 

сигнала на системную функцию цифрового фильтра )()()( zKzХzY


  

3) На дём выходно  сигнал с  омощью обратного  реобразования Z – изображения 

выходного сигнала 










 )()( 1 zYZny  

 

Пример 2 

На дите сигнал на выходе рекурсивного фильтра, изображённого на рисунке 18.3, если на 

его входе де ствует сигнал      311  nnnx . 

Рис. 18.3 

Решение 

Системная функция этого фильтра   
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1) На дём Z – изображение входного сигнала, для этого вос ользуемся Z – 

изображением дискретно  функции Хевиса да  n1    
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2) На дём Z – изображение выходного сигнала 

 
  

  
  4,05,0

11

4,05,0

11
)()()(

2

222

2

2
















zzz

zzz

zz

z

z

zz
zKzХzY  

3) Выходно  сигнал на дём с  омощью обратного Z –  реобразования. Для этого 

вос ользуемся вы етами. 

 

T 

1 

T 

-2 1 

 

T T 

0,1

- 

0,2 



Условие 0)(lim
0





zY

z
 не вы олняется,  оскольку  

  
  






 4,05,0

11
lim

2

22

0 zzz

zzz

z
. Поэтому 

 реобразуем )(zY


 

  
        

     
 

  
 

  
3

22

34

2

34

2

223234

2

22

4,05,0

1

4,05,0

1

4,05,0

1

4,05,0

4,05,0

1

4,05,0

1222

4,05,0

11
)(










































z
zz

zz

zz

zz

zzz

z

zzz

zz

zzz

zzz

zzz

zzzzzzzz

zzz

zzz
zY

 

Обозна им 
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1 zYZny  с  омощью вы етов. 

Функция 
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У итывая сво ство за аздывания, имеем )3()()( 11  nynyny . Тогда 
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На дём   о это  формуле несколько  ервых отс ётов сигнала: 
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Проверим  равильность рас ётов  о структурно  схеме фильтра. Для этого  ронумеруем 

контрольные то ки схемы и о ределим, как будет  роходить сигнал  ерез эти то ки. 

 

 

Результаты сведём в таблицу 

Таблица. 

n 
Контрольные то ки 

1 2 3 4 5 6 

0 1 0 0 1 0 0 

1 1 -2 0 -0,9 0,1 0 

2 1 -2 1 0,11 -0,09 0,2 

3 0 -2 1 -1,169 0,011 -0,18 

 

Из  риведённо  таблицы следует,  то зна ения в  етвёрто  то ке схемы – 

выходно  сигнал  ny  - сов адают с расс итанными зна ениями. Следовательно, решение 

верное. 
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2.4. Метод уравнени  в коне ных разностях 

В этом методе для анализа фильтров ис ользуются разностные уравнения. О ираясь на 

структуру фильтра, можно за исать алгоритм вы исления выходного сигнала y(n   ерез 

отс ёты входного сигнала х(n) и выходного сигнала в  редыдущие моменты времени – его 

разностное уравнение: 

     



M

k

k

H

m

m knybmnxany
10

. 

Проиллюстрируем этот метод на  редыдущем  римере 

 

Пример 3 

На дите сигнал на выходе рекурсивного фильтра, изображённого на рисунке 18.4, если на 

его входе де ствует сигнал      311  nnnx . 

Рис. 18.4 

Решение 

На схеме фильтр второго  орядка. Из  риведённо  схемы следует,  то 10 a , 21 a , 

12 a , 1,01 b , 2,02 b , 2МН . Тогда разностное уравнение  римет вид 

 

           22,011,0212  nynynxnxnxny . 

Ис ользуя это уравнение, на дём несколько  ервых зна ени  выходного сигнала. 

При этом у тём,  то     0 nxny   ри n<0:  

              1022,011,021200  xyyxxxy , 

 

            9,011,0012112,001,010211  yyxxxy , 

 

              11,012,09,01,0112102,011,001222  yyxxxy , 

 

              169,19,02,011,01,0112012,021,012233  yyxxxy . 

Результаты решения  римера обоими методами сов али. 

 

Сравним изложенные выше методы анализа цифровых фильтров. 

1) Метод дискретно  свёртки удобнее ис ользовать  ри анализе трансверсальных 

фильтров, у которых им ульсная характеристика имеет коне ное  исло отс ётов.  

2) Метод Z –  реобразования в равно  мере можно ис ользовать для анализа 

трансверсальных и рекурсивных фильтров. При ём оба метода  риводят к 

формулам,  о которым можно на ти любо  отс ёт выходного сигнала, не вы исляя 

 редыдущие зна ения 

3) Метод уравнени  в коне ных разностях также можно ис ользовать в равно  мере 

для анализа трансверсальных и рекурсивных фильтров. Основно  недостаток этого 
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метода – рекуррентность. То есть n-ы  отс ёт выходного сигнала можно вы ислить 

только  осле вы исления всех  редыдущих отс ётов. 

 

Контрольные во росы 

 

1. Да те о ределение каузального цифрового фильтра. 

2. Да те о ределение некаузального цифрового фильтра. В  ём  ринци иальное 

отли ие некаузального фильтра от каузального? 

3. В  ём суть метода дискретно  свёртки? 

4. Да те о ределение трансверсального  фильтра. 

5. Да те о ределение рекурсивного  цифрового фильтра 

 

Ти овые зада и к экзамену 

 

1. Ис ользуя метод дискретно  свёртки, на дите сигнал на выходе трансверсального 
фильтра, схема которого  риведена на рисунке, если на его входе де ствует сигнал 

   nnx 1 . О ределите несколько  ервых отс ётов этого сигнала. Проверьте 

 равильность рас ётов  о структурно  схеме фильтра 

 

 

2. Ис ользуя метод Z –  реобразования, На дите сигнал на выходе рекурсивного 

фильтра, схема которого  риведена на рисунке, если на его входе де ствует сигнал 

   nnx 1 . О ределите несколько  ервых отс ётов этого сигнала. Проверьте 

 равильность рас ётов  о структурно  схеме фильтра 

3. Ис ользуя метод уравнени  в коне ных разностях, на дите сигнал на выходе 

рекурсивного фильтра, схема которого  риведена в  редыдущем  римере, если на 

его входе де ствует сигнал    nnx 1 . О ределите несколько  ервых отс ётов 

этого сигнала 
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